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Il sera tenu compte de la clarté et de la précision de la rédaction. Tout document, calculatrice,
téléphone ou appareil électronique est interdit.
Durée : 3h
Le barème (sur 30) est donné à titre indicatif et pourrait être légèrement modi�é.

Exercice 1 : Questions de cours /5 points

a) Donner la dé�nition d'intégrale divergente sur [0,+∞[.
b) Compléter : Si α ∈ R, l'intégrale de x 7−→ xα converge au voisinage de +∞ si et seulement
si α . . . . Et l'intégrale de x 7−→ xβ converge au voisinage de 0 si et seulement si β . . . .
c) Vrai ou faux ? Si c'est faux, justi�er en donnant un contre-exemple. Soient a, b ∈ R.
-Si f est continue sur [a, b] alors f est intégrable sur [a, b].
-Si f est continue sur ]a, b] alors f est intégrable sur ]a, b].
-Si f est non bornée sur ]a, b] alors f n'est pas intégrable sur ]a, b].

Exercice 2 : /10 points

Soit f : R −→ R la fonction dé�nie par f(x) = x − E(x) − 1
2
où E désigne la fonction partie

entière.
a) Tracer le graphe de f sur [−2, 2].
b) Montrer que la fonction f est périodique, en précisant la période.
c) La fonction f est-elle continue par morceaux sur R ? Continue sur R ? C1 par morceaux sur
R ? (Justi�er à chaque fois.)
d) Montrer que pour tout x ∈ R\Z on a E(−x) = −E(x) − 1. Puis que f coïncide avec une
fonction impaire sur R\Z. En déduire que certains coe�cients de Fourier (réels) de f sont nuls.
e) Calculer la série de Fourier (réelle) sf de f .
f) Étudier la convergence de sf .

g) Calculer
∑+∞
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2n+ 1
.

h) Calculer
∑+∞

n=0

1

n2
.

Exercice 3 : /4 points

Quelle est la nature des intégrales impropres suivantes :

I1 =
∫ +∞

1
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x
√
x

dx; I2 =
∫ 1

0
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x
√
x

dx;

I3 =
∫ +∞
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x
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dx; , I4 =
∫ +∞

0

(sin(x) +
1
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Exercice 4 : /5 points

a) Soit f une fonction continue et bornée sur [0,+∞[.

1. Montrer que
∫ +∞
0

f(x)
1+x2

dx est convergente.

2. Montrer que
∫ +∞
0

f(1/x)
1+x2

dx est convergente et égale à
∫ +∞
0

f(x)
1+x2

dx.

b) (Application du a)) Pour tout n ∈ N on dé�nit

In :=

∫ +∞

0

1

(1 + x2)(1 + xn)
dx et Jn :=

∫ +∞

0

xn

(1 + x2)(1 + xn)
dx.

1. Véri�er que, pour tout n ∈ N, In et Jn sont bien convergentes et In = Jn.

2. Calculer In + Jn. En déduire In pour tout n ∈ N.

Exercice 5 : /6 points

a) Montrer que, pour tout α > 0,
∫ +∞
1

sin t
tα

dt est convergente. On admettra, par la suite, que de
même pour tout α > 0,

∫ +∞
1

cos t
tα

dt est convergente.
b) Montrer que, pour tout α ∈]0, 1],

∫ +∞
1

sin2 t
tα

dt est divergente.

Soit f : t 7→ sin t√
t+ sin t

et K =

∫ +∞

1

f(t) dt.

c) Montrer que f(t) ∼+∞
sin t√
t
. Peut-on en déduire que K est convergente ?

d) Montrer que au voisinage de +∞ on a :

1

1 + sin t√
t

= 1− sin t√
t
+O(1

t
)

e) En déduire la nature de K.

2


